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Lennard-Jones系の平衡融点
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Abstract

The Lennard-Jones (LJ) potential was devised in the first place to model the interac-

tion between inert gas molecules, and has been used as a standard potential function

in a wide range of phenomena in condensed matter physics. The nature of LJ system

is well understood nowadays by extensive researches utilizing computer simulations.

In most of these simulations, however, the potential tail was truncated at a certain

distance. The thermodynamic properties of the system depend on the procedure of

cutoff. A different macroscopic system thus results from a different manner of trunca-

tion employed. In this study, we try to calculate the “true” equilibrium melting points

of the LJ system without introducing any truncation procedures to the potential tail.
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1 はじめに

Lennard-Jones（LJ）ポテンシャル関数はアル

ゴンをはじめとする，希ガス分子間の相互作用

を良く記述できており，標準的なポテンシャル関

数として，物性理論の幅広い分野で用いられてい

る．この関数は距離の −6乗で減衰する，無限遠

にまで続く引力テイルを持つ．粒子間相互作用が

LJポテンシャルで記述される系（ここでは LJ系

と呼ぶ）に対しては，これまでに多くの計算機シ

ミュレーションの結果が報告されており，熱力学

的性質に関する豊富な知見が蓄積されている．こ

れらの計算機シミュレーションの結果は，単純液

体に対する摂動論的な取扱いの改善に寄与した

（Barker and Henderson,1967, Weeks, Chandler

and Andersen, 1971, Zwanzig, 1954）．しかしな

がら，これまでの計算機シミュレーションでは全

て，数値計算の便宜上，LJ ポテンシャル関数の

引力部分をある距離 rc で切断している．この切

断が系の熱力学的性質に多大な影響を及ぼすこと

は，良く知られた事実である．即ち，切断の仕方

如何で異なる巨視系が現れることになる．

近年，引力ポテンシャルの取扱いが，系の平

衡融点などの熱力学的性質に及ぼす影響の体系

的な調査が行われた（Ahmed and Sadus, 2010,

Mastny and de Pablo, 2007）．それによると，純

粋な LJ 系の性質を得るためには，少なくとも，

rc = 6.5σ 程度に設定する必要がある．ここで，
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σ は LJ 粒子の特徴的な長さのスケールを表す量

である．また，Toxvaerdと Dyre（Toxvaerd and

Dyre, 2011）は，高次の導関数の連続性を保証す

るような，ポテンシャル関数の切断方法を採用す

ることで，小さな rc 値で純粋な LJ系を再現する

ことができ，計算コストを減じることが可能であ

ると報告している．ところが，これらの結果に用

いられている，「純粋」な LJ系というのは，やは

り，有限の rc 値を用いており，真に純粋である

とは言い難い．従って，ポテンシャル関数に切断

を施さない LJ 系の姿をあらわにすることは，真

の基準系を得るという意味で極めて重要な意義を

持つ．

そこで，本研究では，引力ポテンシャルの切断

を避けるために，周期境界条件によって生じる，

イメージ粒子間相互作用の求和に対して，拡張

Ewald法（Fuchizaki, 1994）を適用した．この方

法を採用することにより，相互作用の求和の収束

を早めることができるため，数値的に厳密に，純

粋な LJ系をシミュレートすることが可能になる．

λ積分（Broughton and Gilmer, 1983）と呼ばれ

る熱力学積分法を用いて，自由エネルギー評価を

行い，LJ系の平衡融点の決定を試みた．

2 方法

2.1 モデル

LJポテンシャル関数は，

φLJ(r) = 4ε

[(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

(1)

で与えられる（Hansen and McDonald, 1990）．r

は粒子間距離であり，εは LJ粒子の特徴的なエネ

ルギーのスケールを表す量である．ε と σ は LJ

パラメータと呼ばれる．それらの値は，例えば，液

体アルゴンに対しては，それぞれ，ε = 119.8kB J

と σ = 3.405 Å である（Michels, Wijker and

Wijker, 1949）．以下では，LJパラメータの εと

σ を物理量の単位とした．例えば，粒子数密度 ρ，

圧力 p，温度 T の単位は，それぞれ，σ−3，ε/σ3，

ε/kB である．

2.2 拡張 Ewald法

本研究では，一辺の長さ Lの立方体（体積 V =

L3）の中に N 個の LJ 粒子を配置した．以下で

は，この領域を計算セルと呼ぶ．また，系に周期

境界条件を課した．粒子間相互作用が（1）式で与

えられる，LJ系のポテンシャルエネルギーは，

ΦLJ = 2
∑
m

′ ∑
i,j

(
1∣∣rm
ij

∣∣
)12

−

(
1∣∣rm
ij

∣∣
)6

(2)

と書ける．ここで，rm
ij = rm + ri − rj であり，

rm は m 番目のイメージセルの原点，ri は計算

セル内の i 番目の粒子位置である．プライムは

m = 0，i = j を除いた求和を表す．（2）式は，

文献（Fuchizaki, 1994）で得られた級数表現の最

も単純な場合に相当する．（2）式の右辺を p = 3

次の一般化されたゼータ級数（Fuchizaki, 1994）

に書き直すことにより，収束が断然早められる．

p = 3 は系が埋め込まれている空間次元である．

この変換を行うと，級数の表式は，

ΦLJ

2
=

1
Γ(6)

∑
m

′ ∑
i,j

Γ(6, |rm
ij |2G2)∣∣rm

ij

∣∣12
+

2−9π
3
2

V Γ(6)

∑
g

g9Γ(−9
2
,

g2

4G2
)
∑
i,j

eig·rij

− NG12

Γ(7)

− 1
Γ(3)

∑
m

′ ∑
i,j

Γ(3, |rm
ij |2G2)∣∣rm
ij

∣∣6
− 2−3π

3
2

V Γ(3)

∑
g

g3Γ(−3
2
,

g2

4G2
)
∑
i,j

eig·rij

+
NG6

Γ(4)
(3)

となる．ここで，g = |g|（g：逆格子ベクトル）

である．本研究では，計算セルの形状を立方体と

しているので，

g =
2π

L
n, n ∈ Z3 (4)
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である．Γ(x)と Γ(x, y)は，それぞれ以下の（5）

式と（6）式で与えられる，ガンマ関数と不完全ガ

ンマ関数である：

Γ(x) =
∫ ∞

0

dt tx−1e−t, (5)

Γ(x, y) =
∫ ∞

y

dt tx−1e−t (6)

（3）式の右辺の値はパラメータGの値には依らな

い．Gは実格子和と逆格子和の収束の早さを決め

る．本研究では G = 1とした．

2.3 自由エネルギー評価

与えられた T，pにおける，固相と液相の単位

粒子当たりの Gibbsの自由エネルギーを，それぞ

れ，gs(T, p) と gl(T, p) とする．平衡融点 Tm は

gs(Tm, p) = gl(Tm, p)の条件より求まる．本研究

では λ積分と呼ばれる熱力学積分法（Broughton

and Gilmer, 1983）を用いて，各相の自由エネル

ギーを決定する．

2.3.1 固相の自由エネルギー

固相は，自由エネルギーが解析的に計算できる

基準系として，調和振動子系を採用する．系のポ

テンシャルエネルギーをパラメータ λ の関数と

して，

Φs(λ) = λΦLJ + (1 − λ)
K(T, p)

2

∑
i

u2
i (7)

と定義する．ui は i番目の粒子の格子点からの変

位の大きさ，K(T, p)は有効力定数を表し，

K(T, p) =
1

6N

〈∑
m

′ ∑
i,j

{
d2φLJ(|rm

ij |)
d|rm

ij |2

+
2

|rm
ij |

dφLJ(|rm
ij |)

d|rm
ij |

}〉
T,p

=

〈
88

NV
14
3

{
π

25
2

Γ(7)

∑
n

n11

×Γ(−11
2

,
π2n2

G2
)
∑
i,j

e2πn·sij

+
∑
m

′ ∑
i,j

Γ(7, |sm
ij |2G2)

|sm
ij |14Γ(7)

− NG14

Γ(8)



− 20
NV

8
3

{
π

13
2

Γ(4)

∑
n

n5

×Γ(−5
2
,
π2n2

G2
)
∑
i,j

e2πn·sij

+
∑
m

′ ∑
i,j

Γ(4, |sm
ij |2G2)

|sm
ij |8Γ(4)

− NG8

Γ(5)


〉

T,p

(8)

によって評価することができる．ここで，sm
ij =

sm + si − sj であり，si = L−1ri は計算セルの

一辺の長さで規格化された i番目の粒子位置を表

す．sm = L−1rm は計算セルの一辺の長さで規

格化された m番目のイメージセルの原点である．

〈· · · 〉T,p は LJ系の T，pでの統計平均を表す．こ

の平均操作は，系をその自由エネルギーが解析的

に表現できる調和振動子系に変換するために便宜

上行うものである．

ポテンシャルエネルギーが（7）式で与えられる

系の分配関数は，

Zs(T, V ; λ) =
∫

V N

d3Nr

Λ3N
exp

(
−Φs(λ)

T

)
(9)

である．Λ = h/
√

2πT は de Broglie熱波長であ

る．hは Planck定数である．与えられた T，V，

λにおける Helmholtzの自由エネルギーは，

Fs(T, V ; λ) = −T lnZs(T, V ; λ) (10)

から求めることができる．

LJ系の Helmholtzの自由エネルギーは，（10）

式において λ = 1 の場合に相当し，λ 積分に

よって，

Fs(T, V ; 1) = Fs(T, V ; 0)

+
∫ 1

0

dλ

〈
ΦLJ −

K(T, p)
2

∑
i

u2
i

〉
T,V,λ

(11)

と得られる．ここで，Fs(T, V ; 0)は基準となる調

和振動子系の Helmholtz の自由エネルギーであ

り，解析的に求めることができ，

Fs(T, V ; 0) = 3NT ln

{
h
√

K(T, p)
2πT

}
(12)
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で与えられる．従って，Gibbsの自由エネルギー

は（11）式を Legendre変換することにより，

Gs(T, p) = Fs(T, V ; 1) + pV (13)

となる．

2.3.2 液相の自由エネルギー

液相側の基準系として，単原子分子理想気体を

採用する．λ積分の際には，この基準系から出発

し，一度，参照液体系を経由する．本研究では，

粒子間相互作用が，

φref(r) =
{

φLJ(r) + 1 (r ≤ 2
1
6 )

0 (r > 2
1
6 )

(14)

で与えられる液体系（Broughton and Gilmer,

1983）を参照液体系に選んだ．系のポテンシャル

エネルギーをパラメータ λの関数とみなして，

Φl(λ) = λΦLJ + (1 − λ)
∑
i<j

φref(rij) (15)

と定義する．固相の場合と同様の計算によって，

LJ系の Helmholtzの自由エネルギー Fl(T, V ; 1)

は，

Fl(T, V ; 1) = Fl(T, V ; 0)

+
∫ 1

0

dλ

〈
ΦLJ −

∑
i<j

φref(rij)

〉
T,V,λ

(16)

となる．参照液体系の Helmholtz の自由エネル

ギーは，理想気体の Helmholtzの自由エネルギー

Fid(T, V )を基に，

Fl(T, V ; 0) = Fid(T, V )

+ N

∫ ρ

0

dρ′
pref − pid

ρ′2
(17)

によって計算することができる．ここで，pref と

pid は，それぞれ，参照液体と理想気体の圧力を表

す．Fid(T, V )は解析的に，

Fid(T, V ) = NT ln
[
ρ

(
h2

2πT

)
e−1

]
(18)

と表すことができる．以上のことから，液相の自

由エネルギーを，

Fl(T, V ; 1) = Fid(T, V )

+
∫ 1

0

dλ

〈
ΦLJ −

∑
i<j

φref(rij)

〉
T,V,λ

+ N

∫ ρ

0

dρ′
pref − pid

ρ′2
(19)

によって評価することができる．Gibbsの自由エ

ネルギーは（19）式を Legendre 変換することに

より，

Gl(T, p) = Fl(T, V ) + pV (20)

となる．

2.4 シミュレーション

本研究では，（8），（11），及び（19）式に現れる

統計平均の計算を，分子動力学（MD）法による

アンサンブルの計算により実現した．自由エネル

ギーは以下の手順に従って評価した．

１．p を設定し，定温－定圧アンサンブルを

MDシミュレーションによって発生させ，各相の

平衡状態での粒子配置，平均体積を求める．固相

については，これらに加えて，有効力定数K(T, p)

を求める．

２．手順１で求めた，固相の平衡状態での粒子配

置，平均体積，及び K(T, p) をインプットとし

て，ポテンシャルエネルギーが（7）式で与えられ

る系の，定温－定積アンサンブルを Langevin 動

力学法（Heermann, 1990）によって発生させる．

λ = 1から始めて，dλ = 0.05の間隔で λ = 0ま

で変化させる．各 λ において，（11）式の右辺第

２項の被積分関数を計算する．

３．手順２で求めた被積分関数を λの５次の多項

式でフィットし，（11）式の右辺第２項の積分を実

行する．

４．手順１で求めた，液相の平衡状態での粒子配

置，平均体積をインプットとして，ポテンシャル

エネルギーが（15）式で与えられる系の，定温－

定圧アンサンブルを Langevin動力学法によって

発生させる．λ = 1から始めて，dλ = 0.05の間

隔で λ = 0まで変化させる．各 λにおいて，（19）

式の右辺第２項の被積分関数を計算する．
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５．手順４の λ = 0での平衡状態の粒子配置をイ

ンプットとして，ポテンシャルエネルギーが（15）

式で与えられる系の，定温－定積アンサンブルを

Langevin 動力学法によって発生させる．体積を

増加させ，各体積での（19）式の右辺第３項の被

積分関数を計算する．積分の下限は ρ = 0である

が，体積が無限大の系はシミュレートできないの

で，実際には，十分小さな密度領域まで計算を行

い，それを外挿した．

６．手順４，及び５で求めた被積分関数を，それ

ぞれ，λの５次の多項式，及び ρの３次の多項式

でフィットする．（19）式の右辺第２項，第３項の

積分を実行する．

７．固相と液相の自由エネルギーを Gibbs–

Helmholtzの関係式（三宅哲, 1993）

G(T2, p)
T2

=
G(T1, p)

T1

−
∫ T2

T1

dT
H(T, p)

T 2
(21)

を用いて補間する．ここで，G(T1, p)と G(T2, p)

は，それぞれ，圧力 p における，温度 T1 と T2

での Gibbsの自由エネルギーである．H(T, p)は

エンタルピーである．右辺の積分は等圧条件で行

う．

８．手順１に戻り，設定圧力を変更する．

本研究では，計算セルの形状を一辺の長さ Lの

立方体とし，粒子の初期配置を面心立方格子点と

した．粒子数 N = 256 の系に対して，計算機シ

ミュレーションを行い，平衡融点を決定した．以

下で述べる，MD法の運動方程式の数値積分には，

様々な方法が存在するが（上田顯, 2003），本研

究では精度と安定性が高い Runge–Kutta–Gill法

（藤野清次, 2001）を用いて数値積分した．数値積

分における時間の刻み幅 ∆tは 0.001とした．時

間の単位は
√

mσ2/ε である．m は LJ 粒子の質

量である．

2.4.1 定温－定圧MD法

（8）式の統計平均は，温度と圧力が一定のアン

サンブルを発生させて計算した．本研究では，系

の圧力は以下で述べる Andersenタイプの圧力浴

（Andersen, 1980）と結合させて一定に保ち，温

度は速度スケーリング法（Woodcock, 1971）に

よって一定に保った．

系のラグランジアン Lを，

L =
∑

i

V
2
3

2
ṡ2

i +
M

2
V̇ 2 − ΦLJ − pexV (22)

とする（Andersen, 1980）．V̇ と M は，それぞ

れ，体積の速度と体積変化の慣性である．pex は

外圧である．ここで，{si}，V に共役な一般化運

動量

pi = V
2
3 ṡi, (23)

Π = MV̇ (24)

を導入すると，（22）式はハミルトニアン

H =
∑

i

p2
i

2V
2
3

+
Π2

2M
+ ΦLJ + pexV (25)

に変換できる．これから，運動方程式は以下のよ

うに得られる：

ṡi =
pi

V
2
3
, (26)

ṗi = −V
1
3 fi, (27)

V̇ =
Π
M

, (28)

Π̇ =
1

3V

(∑
i

p2
i

V
2
3

+
∑

i

ri · fi

)
− pex.(29)

ここで，fi は i番目の粒子に働く力であり，

fi = −∂ΦLJ

∂ri

=
8

Γ(6)V
13
3

∑
m

′ ∑
j

(
6Γ(6, |sm

ij |2G2)
|sm

ij |14

+
G12e−|sm

ij |
2G2

|sm
ij |2

)
sm

ij
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+
π

3
2

29

∑
g

gg9Γ(−9
2
,

g2

4G2
)

×
∑

j

sin g · sij


− 8

Γ(3)V
7
3

∑
m

′ ∑
j

(
3Γ(3, |sm

ij |2G2)
|sm

ij |8

+
G6e−|sm

ij |
2G2

|sm
ij |2

)
sm

ij

+
π

3
2

23

∑
g

gg3Γ(−3
2
,

g2

4G2
)

×
∑

j

sin g · sij

 (30)

によって与えられる．速度スケーリング法によっ

て温度を一定に保ち，これらの方程式を解くと，

粒子数 N，圧力 p，温度 T が一定の系をシミュ

レートできることになる．

2.4.2 Langevin動力学法

（11）式の右辺第２項，及び（19）式の右辺第

２，第３項の被積分関数は，温度と体積が一定

のアンサンブルを発生させて計算した．本研究で

は，温度と体積が一定のアンサンブルを Langevin

動力学法で発生させた．Langevin動力学法とは，

Newtonの運動方程式の力の部分に，ランダムな

力 R と速度に比例する粘性力 −γv を付け加え，

揺動散逸条件を課すことにより，系の温度を一定

に保つ方法である（Heermann, 1990）．γ は粘性

係数である．運動方程式は，

v̇i = fi(λ) + Ri − γvi (31)

となる．fi(λ)は i番目の粒子に働く力であり，固

相の場合は，

fi(λ) = −∂Φs(λ)
∂ri

(32)

であり，液相の場合は，

fi(λ) = −∂Φl(λ)
∂ri

(33)

である．γ の選び方は系の緩和時間などの動的な

性質に影響するが，平衡状態の性質には影響しな

い．γ の値は，小さいと緩和時間が長くなり，大

きいとオーバーシュートしてしまう．γ の値とし

て 1, 5, 100を用いた計算から，最も緩和時間が短

い γ = 100を本研究では選択した．

3 結果

はじめに定温－定圧MD法を実行し，各相の平

衡状態での平均体積，粒子配置を求めた．固相に

ついては有効力定数も求めた．p = 1.0 における

粒子数密度の温度依存性を図 1 に示す．T ' 0.9

において粒子数密度が不連続に変化しており，平

衡融点以上に過熱された凖安定固体から液体に転

移していることが見て取れる．

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0.8

0.9

1

1.1

昇温

降温

p=1.0

T

ρ

図 1 p = 1.0における密度の温度依存性．粒子

数密度 ρ，温度 T，及び圧力 pの単位は，それぞ

れ，σ−3，ε/kB，及び ε/σ3 である．三角は昇温

過程を，丸は降温過程を，それぞれ表す．ρに付

随する誤差はシンボルの大きさ程度である．誤

差はシミュレーションで得られた標準偏差で評

価した．破線は，この圧力下における LJ系の平

衡融点の位置を表す．

次に，定温－定圧MD法で得られた各相の平衡

状態の情報をインプットとして，Langevin 動力

学法を実行し，（11）式の右辺第２項，及び（19）
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式の右辺第２，第３項の被積分関数を評価した．

p = 1.0における，（11）式と（19）式の右辺第２

項の被積分関数の λ依存性を，それぞれ，図 2と

3に示す．図 4に（19）式の右辺第３項の密度依

存性を示す．低密度極限において，この被積分関

数は TB2 に漸近する．B2 は第２ビリアル係数で

あり，

B2(T ) = −2π

∫ ∞

0

drr2
(
e−

φLJ(r)
T

)
(34)

から求めることができる（Barker and Monaghan,

1962）．この漸近値は図 4中に破線で示している．

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−9

−8

−7

λ

λ 
−
加
重
平
均

T=0.50

p=1.0

T=0.60
T=0.70
T=0.80

図 2 （11）式の右辺第２項の被積分関数（λ

加重平均）の λ 依存性．熱力学条件は図中に

示している．λ 加重平均，温度 T，及び圧力 p

の単位は，それぞれ，ε，ε/kB，及び ε/σ3 であ

る．T = 0.50, 0.80，λ = 1.0, 0.50, 0.0における

誤差を代表値として示している．誤差はシミュ

レーションで得られた標準偏差を表している．

即ち，平均量 〈X〉 を有する物理量 X の誤差を
p

〈X2〉 − 〈X〉2 として見積もった．

得られた被積分関数を λ の５次式で最小自乗

フィットし，解析的に積分することによって自由

エネルギーを求めた．（19）式の右辺第３項の被積

分関数については，ρの３次式で最小自乗フィッ

トした．p = 1.0における固相と液相の Gibbsの

自由エネルギーの温度依存性を図 5に示す．自由

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−7.4

−6.9

λ

λ加
重
平
均

T=0.60

p=1.0

T=0.70

T=0.80

T=0.90

図 3 （19）式の右辺第２項の被積分関数（λ加

重平均）の λ 依存性．熱力学条件は図中に示し

ている．λ加重平均，温度 T，圧力 pの単位は，

それぞれ，ε，ε/kB，及び ε/σ3 である．誤差は

シミュレーションで得られた標準偏差を表して

いる．

0 0.2 0.4 0.6 0.8

2

4

6

8

ρ

p r
ef

 −
 p

id

ρ2 T=0.60

p=1.0

T=0.70
T=0.80
T=0.90

図 4 （19）式の右辺第３項の被積分関数の粒子

数密度依存性．熱力学条件は図中に示している．

粒子数密度 ρ，温度 T，及び圧力 pの単位は，そ

れぞれ，σ3，ε/kB，及び ε/σ3 である．破線は

低密度極限での漸近値 TB2 を示している．
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エネルギーに付随する誤差は，主に（11）式，及

び（19）式の右辺第２項の積分項に起因すると考

えられる．そこで，図 2 と 3 に示した，各 λ に

おける被積分関数が統計的に独立であると仮定

し，被積分関数に付随する誤差の大きさを積分す

ることによって，自由エネルギーに付随する誤差

を評価した．λ積分によって評価した自由エネル

ギーの補間には，Gibbs–Helmholtzの関係式を用

いた．図 5中の点線と破線が，それぞれ，固相と

液相の自由エネルギーの Gibbs–Helmholtz の関

係式による補間の結果である．固相と液相に対し

て得られた，Gibbs–Helmholtzの関係式の交点と

して p = 1.0における平衡融点 Tm = 0.752+0.01
−0.002

を得た．平衡融点に付随する誤差は，自由エネル

ギーに付随する誤差の温度舳への射影として評価

した．λ積分によって求めた固相と液相の自由エ

ネルギーに不随する誤差の平均値を，それぞれ，

∆s と∆l とすると，平衡融点に不随する誤差は，

∆T+
m =

∆s∣∣∣∂gs
∂T

∣∣∣
Tm

, (35)

∆T−
m =

∆l∣∣∣∂gl
∂T

∣∣∣
Tm

(36)

によって評価した．ここで，gsと glは，それぞれ，

固相と液相に対する Gibbs–Helmholtz の関係式

である．同様の計算を他の圧力条件でも行い，結

果を表 1にまとめた．

本研究で得られた平衡融点を図 6中に丸でプロ

ットした．点線は平衡融点を滑らかに結んだもの

であり，LJ系の固－液相境界線を表す．Agrawal

と Kofke(1995) がほぼ等しいシステムサイズの

LJ系に対する平衡融点を求めているので，同図中

に三角でプロットしている．但し，彼らは rc ' 3

で切断した LJ ポテンシャル関数を用いている．

本研究で得られた平衡融点の誤差範囲に入ってい

るが，主値は系統的に低温側にシフトしているこ

とが見て取れる．両者での融点の差は，引力ポテ

ンシャルの取扱い方の有限サイズ効果への現れ方

の差であると考えるべきである．有限サイズの影

響が無視できる大規模な LJ系に対する計算から，

真の LJ 系の平衡融点が求められるはずである．

但し，その場合はポテンシャル関数の求和に対し

て，例えば，高速多極子展開（Greengard, 1987）

などの高速化技法を実装する必要がある．

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

−9

−8

T

G
ib

bs
の
自
由
エ
ネ
ル
ギ
ー

固相

液相

p=1.0

図 5 p = 1.0 における，固相（三角）と液相

（丸）の単位粒子当たりの Gibbs の自由エネル

ギーの温度依存性．点線と破線は，それぞれ，固

相と液相の Gibbsの自由エネルギーを（21）式

で補間したものである．自由エネルギー，温度

T，及び圧力 p の単位は，それぞれ，ε，ε/kB，

及び ε/σ3 である．

4 おわりに

LJ ポテンシャル関数は物性理論における標準

的なポテンシャル関数であるが，この関数を用い

る数値計算においては，rc 以上での関数の寄与

が無視されて来た．こうした切断操作が，系の巨

視的性質に多大な影響を及ぼすことは十分認識さ

れている．本研究では，拡張 Ewald法を用いて，

数値的に厳密に，無限遠までの引力ポテンシャ

ルの寄与を取り込むことによって，真の有限 LJ

系の性質をあらわにすることを試みた．粒子数

N = 256の系に対して，自由エネルギー評価を行

い，平衡融点を求めた．同程度のシステムサイズ
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表 1 LJ系の圧力 pにおける平衡融点．温度 T

と圧力 pの単位は，それぞれ，ε/kB と ε/σ3 で

ある．

p Tm

0.0001 0.665+0.01
−0.002

0.0005 0.678+0.01
−0.002

0.001 0.680+0.01
−0.002

0.005 0.684+0.01
−0.002

0.01 0.689+0.01
−0.002

0.05 0.680+0.01
−0.002

0.1 0.687+0.01
−0.002

0.5 0.719+0.02
−0.002

1.0 0.752+0.01
−0.002

2.0 0.839+0.02
−0.002

3.0 0.900+0.02
−0.002

4.0 0.975+0.02
−0.002

5.0 1.047+0.02
−0.002

を用いた場合，本来の LJ 系の平衡融点はポテン

シャル関数の切断を用いた場合の融点より高温側

に位置するはずである．しかしながら，有限サイ

ズの影響のため，引力ポテンシャルの切断による

影響のみを定量的に議論することはできない．し

たがって，適切な高速化を行い，有限サイズの影

響が無視できる，より大規模な系に対して同様な

計算を行うことによって，この問題に対する決着

がつけられるはずである．

謝辞

本研究の数値計算には，東京大学物性研究所，

並びに京都大学基礎物理学研究所のスーパーコン

ピュータを使用させていただいた．

文献

Agrawal, R. and Kofke, D. A. (1995) Ther-

modynamic and structual properties of model

systems at solid–fluid coexistence. Mol. Phys.

0.7 0.8 0.9 1 1.1

10−4

10−2

100

T

p

AgrawalとKofke
本研究

図 6 LJ系の平衡融点（丸）を滑らかに結んだ

ものが点線であり，固－液相境界線を表す．三

角は AgrawalとKofkeが求めた LJ系の平衡融

点である（Agrawal and Kofke, 1995）．但し，

Agrawal と Kofke は rc ' 3 で切断したポテン

シャル関数を用いている．温度 T と圧力 pの単

位は，それぞれ，ε/kB と ε/σ3 である．

85, 43–59.

Ahmed, A. and Sadus, R. J. (2010) Effect

of potential truncation and shifts on the solid–

liquid phase coexistence of Lennard-Jones flu-

ids. J. Chem. Phys. 133, 124515.

Andersen, H. C. (1980) Molecular dynamics

simulations at constant pressure and/or tem-

perature. J. Chem. Phys. 72, 2384–2393.

Barker, J. A. and Henderson, D. (1967) Per-

turbation theory and equation of state for flu-

ids. II. a successful theory of liquids. J. Chem.

Phys. 47, 4714–4721.

Barker, J. A. and Monaghan, J. J. (1962)

Fourth viral coefficients for the 12-6 potential.

J. Chem. Phys. 36, 2564–2571.

Broughton, J. Q. and Gilmer, G. H.

(1983) Molecular dynamics investigation of the

crystal–fluid interface. I. bulk properties. J.

Chem. Phys. 79, 5095–5104.

– ix –



浅野優太・渕崎員弘

Fuchizaki, K. (1994) Towards generalization

of Ewald sum. J. Phys. Soc. Jpn. 63, 4051–

4059.

Greengard, L. (1987) The Rapid Evaluation

of Potential Fields in Particle Systems. PhD

thetis, MIT, Cambridge, MA.

Hansen, J. -P. and McDonald, I. R. (1990)

Theory of Simple Liquids, Elsevier Science, 6.

Heermann, D. W. (1990) シミュレーション物

理学, シュプリンガー・フェアラーク東京, 翻訳：

小沢哲, 篠嶋妥. 61–68.

Mastny, E. A. and de Pablo, J. J. (2007) Melt-

ing line of the Lennard-Jones system, infinite

size, and full potential. J. Chem. Phys. 127,

104504.

Michels, A., Wijker, H. and Wijker, H. (1949)

Isotherms of argon between 0 ◦C and 150 ◦C

and pressures up to 2900 atmospheres. Phys-

ica. 15, 627–633.

Toxvaerd, S. and Dyre, J. C. (2011) Commu-

nication: Shifted forces in molecular dynamics.

J. Chem. Phys. 134, 081102.

Weeks, J. D., Chandler, D. and Andersen, H.

C. (1971) Role of repulsive forces in determin-

ing the equilibrium structure of simple liquids.

J. Chem. Phys. 54, 5237–5247.

Woodcock, L. V. (1971) Isothermal molecular

dynamics calculations for liquid salts. Chem.

Phys. Lett. 10, 275–261.

Zwanzig, R. W. (1954) High–Temperature

equation of state by a perturbtion method. I.

nonpolar gases. J. Chem. Phys. 22, 1420–

1426.

上田顯. (2003) 分子シミュレーション：古典系

から量子系手法まで, 裳華房, 第３章.

藤野清次. (2001) 数値計算の基礎：数値解法を

中心に, サイエンス社, 104–105.

三宅哲. (1993) 熱力学, 裳華房, 93.

– x –


